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Komplexe Zahlen - Grundlagen

e i?=(-i)>=—1und l :—;] :—ﬁ =—i
i i i
e z=x+iymit z€C
e 242 =(x+2)+ily+vy)
oz =aa’ —yy' +i(a'y +y'z)
o az = ax +iay
1

z
« —=—=
z z

T — iy

z2 4 y?
ezZ=x—iy=r-e ¥

o e = e TW = e%(cos(y) + isin(y))
e 2 = (r-e!P)" = . elPn
Rechenregeln

ac:Rez:z;rf

zER<=2=72

|
|

z
2i

zZ=z

21tz =721+722 Z1- 72

(Absoluter) Betrag (Abstand des Punktes (z,y) vom Ursprung):
|2| = Vz-Z = /22 + y? und somit auch |2|?> =z -z = 22 +¢?

Betrag
|z - 2’| = || - |#/| (im komplexen!)
zER = |z z|r

C
IRe 2| < [2|, [lm 2] < |2|
|z + 2’| < |z| + |2/| (Dreiecksungleichung)

Der Kérper C ist nicht geordnet und eine Ungleichung wie 21 < 22
macht keinen Sinn!

Mitternacht
—b=+ Vb2 — dac
T = —"—"—
! 2a

Polardarstellung

Form

‘ z=re'? =r(cosp +isinyp) ‘mit reRT(r>0)

kartesisch—polar

r=lz| = 22+ 92

arg (2) = arg (z,y) = {¢ + 2kn|k € Z} =

Innerhalb [—m, 7] ldsst sich ¢ so berechnen:

arctan £
z
arctan % +7

arctan % -7

+7/2

—m/2

undef.
polar—kartesisch
T =TrCcosp
y =rsing

firz >0

fiir <0,y >0
firz <0,y <0
fir =0,y > 0
fiir z =0,y < 0
firz=0,y=0

komplexe Multiplikation
21 - 29 =11 - Toet(P11e2)

2N = 0. ging

n-te Wurzel —> genau n Losungen!

V5 = wp = |2 (E+2E)
V3w = |sle

Hauptwert des Arguments (eindeutig!)

mit k=0,1,...

‘ @ = Arg(z) ‘=>‘ Argz = —Arg z ‘

z liegt auf der positiven reellen Achse: <= Arg z =0
z auf negativen reellen Achse <= Arg-Funktion kann z nicht abbliden

Periodizititen

o 1.e2™k = 1 fiir alle k € Z

o etk —

e e 2 =—4
o e 2mik —

o ek = (—1)F

. E—mk — (_1)k

‘Winkel
Z° | Zrad | sin | cos | tan
0 0 0 1 0
1 3 3
0| § [ 5 [P
45 | 7 [ 22
N V3 1 G
60| 5 || 5 | V3
90 z 1 0 +o0

Ableitungsregeln
(f+9)' =f+4d (cf) =cf! (f9)' = f'g+ fg'
(L) == | won@ =@y =due@) @
g9 g

Mengen
e C=CuU{oc}
e C* =C\{0}

e C*=C\{zeR:2<0}
o S={ox+iy: —nm<y<w}={2€C:|Im(z)| < n}

Trigonometrische Funktionen

) iz | —iz T, -z
cos(z) = Re(e'”) = a6 M cosh(z) = Cakiilc
2 2
) iz _ —ix T _ o=
sin(z) = Im(e'*) = ¢ _E sinh(z) = e -¢
24 2
sin(iz) = 4 - sinh(z) ‘ und cos(iz) = cosh(z)
sinh(%iz) = +i - sin(z) ‘ und cosh(+iz) = cos(z)

Komplexwertige Funktionen

Begriffe aus der Topologie

Umgebung: (Beliebig kleine) Kreisscheibe um einen Punkt z.
innerer Punkt: Der Punkt z befindet sich in einer Menge und
beriihrt den Rand nicht.

Randpunkt: z befindet sich auf dem Rand einer Menge.
Berithrungspunkt: z sitzt in oder auf dem Rand einer Menge.
offene Teilmenge: Teilmenge ohne Rand.

abgeschlossene Teilmenge: Teilmenge mit Rand beschrinkte
Teilmenge: Fiir jeden Punkt z einer Teilmenge S gilt: |z| ist klei-
ner als eine Konstante M.

kompakte Teilmenge: abgeschlossen und beschriankt.
zusammenhingende Teilmenge: Jeder Punkt der Teilmenge kann
mit jedem anderen Punkt der Menge nur iiber andere Punkte der
Menge verbunden werden (keine Tnseln”).

Gebiet: zusammenhingende offene Teilmenge.

Komplexe Funktionen

f:R—Coder f:C—C

f(z) ist das Bild von z und z ist das Urbild (nicht immer eindeutig)
von w = f(z).

Hauptwert der n-ten Wurzel (principal value, kurz: pv):
pv Yw: C 7% 5 S={zcC*-2<Argz< T}

Arg w
"

Komplexe Exponentialfunktion




Es gelten folgende Umformungen:

exp(z + 2’) = exp z - exp 2’ mit 2,2’ € C
e* =exp z

€% = cos ¢ + isin p fiir reelle

Aus letzterem folgt insbesondere:

e?™ =1 und

exp(z + 27i) = exp z - exp(27i) = exp 2z

Logarithmus

Da die Exponentialfunktion im komplexen periodisch ist, ist der kom-
plexe Logarithmus als Menge definiert:

‘ logw={z€C|e*=w}CC ‘

Auch hier will man mit einem konkreten Wert rechnen kénnen. Des-
halb ist der Hauptwert des Logarithmus wie folgt definiert:

‘ Log :C™* = C,wr Infw|+1i Arg w ‘
Hier ist Log nun injektiv und der eindeutig bestimmte Reprdisentant
von log w im Streifen S = {z € C| |Im z| < = .

Potenz
Fiir alle a € C™* (nur fiir diese!) ist der Hauptwert der Potenz:

pv a® = exp(zLog a) |und es gilt: ‘ pv ot = pv a® - pv o ‘

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Im folgenden untersuchen wir Real- und Imaginérteil von analytischen
Funktionen (f : Q — C):
f=uzy)+ ) (z+1iy € Q)
Obige Funktion hat stetige partielle Ableitungen nach x und y zwi-
schen denen die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
gelten:
uz(2,y) = vy(z,y)
vz (2, y) = —uy (@, v)

(z+1iy € Q))

Anwendung der CR-Differentialgleichungen

Ug, Uy und vz, vy existieren und erfiillen
die CR-Differentialgleichungen
—

f(z +iy) = u(z,y) + iv(z,y) analytisch
bzw. holomorph auf Q

—
f'=fo=ug + vy
I'=—ify = vy —iuy
—

f komplex differenzierbar
<~

f oo-mal komplex differenzierbar

Beispiele

e f(z) = z ist nicht differenzierbar, da die CR-Gleichungen nicht
erfiillt sind.

o | f(z)= \2\2 ist keine analytische Funktion im Ursprung ‘

(Die Ableitung von f existiert nur im Ursprung.) Eine Funktion

heisst analytisch in zg, falls sie in einer ganzen Umgebung von zg
analytisch ist.

e Log z =In|z| + iArg z (2 € C™*) ist analytisch auf C~*.
Die CR-Differentialgleichungen in Polarkoordinaten sind:

‘ 1 —i

Ur = —Vyp Vr = —Up
T

T
& =TCosp Yy = rsinp

Theorie Ubung

Integral reeller Variablen (“dz* ist hier reell)
g:R— C, dann:

b b b
[ g9(z) dz = “Wie im reellen* = [Re(g(z)) dz + i [ Im(g(z)) dz

a

Regeln:

b b b b
[ f(@) dz| < [|f(2)| dw und [ f(z) dz = [ f(z) d=

Eine Kurve / ein Weg
v : [a,b] = C stetig und stiickweise glatt

Spur von 7v: sp(y) = {Menge aller Bildpunkte von ~}

b
- [1in a

Komplexes Linienintegral der Funktion f iiber der Kurve v
f: C — C, Parametrisierung v : [a, b)) — C; dann gilt:

Linge der Kurve:

wobei dt wieder reell ist.

b
[ az= [ 160) 30 a
] )

Es gilt:

/f(z) dz = 7/f(z) dz
- %

Parametrisierungen
(konnen auch AUFGETEILT werden: v = 1 + 72)
Gerader / direkter Weg von a nach b:

‘ Yt)=a(l—t)+bt=a+tlb—a) O<t<l H(t)=b—a ‘

Kreis gegen den Uhrzeigersinn mit Radius » um Mittelpunkt a:

‘ Y(t) =a+ret 0<t<2m () =ire? ‘

Einheitskreis im Uhrzeigersinn um den Ursprung (a = 0):

‘ FE)=1-e7" 0<t<2r F(t) = —ie ™ ‘

Funktion y = f(z):

Satz von Cauchy
Sei Q ein einfach zusammenhingendes Gebiet (= offen, keine Locher)
und f : Q@ — C analytisch. Dann gilt fiir jede geschlossene Kurve

yﬁf(z) dz=0
g

und deshalb folgt fiir alle Kurven 7 und 72 mit demselben Anfangs-
punkt a und Endpunkt b:

/f(z) dz=/f(z) dz
71 Y2

—> Der Wert des Integrals ist WEGUNABHANGIG!

(“Zyklus“)”~ mit a = b:

Stammfunktion
Sei Q ein beliebiges Gebiet. F heisst Stammfunktion von f, falls
F'(z) = f(z) fiir alle z in Q.

Falls diese existiert gilt fiir jede Kurve v mit Anfangspunkt a und
Endpunkt
[ £(z) dz = F(b) - F(a)
5

also insbesondere bei geschlossenen Kurven --- = 0!

Integralsatz von Cauchy
f : Q — C analytisch, £ einfach zusammenhingend, ~ ein beliebiger
Zyklus welcher den Punkt a € Q\sp(vy) n(v, a)-mal gegen den Uhrzei-
gersinn umlauft:
1@ dz = 2mi - n(y,a) - f(a)
J z—a
£l

Integralsatz von Cauchy fiir hthere Ableitungen

Sei f analytisch auf ganz Q und K eine Kreisscheibe innerhalb von Q
mit Rand K (hier wird im Gegenuhrzeigersinn dariiber integriert!).
Dann gilt fiir alle n > 0:

") (q) - L O
F7@) - n(ra) = 2ms / (z —a)nt! dz
oK
Analog:
2 o)
200 (@) - n(,a) :a/ G &
K

Gewdhnliche Reihen und Potenzreihen

Gewhonliche Reihe

oo

> ak

k=0

Potenzreihe (mit Entwicklungspunkt zg)
o

> bi(z — 20)*

k=0

Uberfiihren der beiden verschiedenen Reihen
Wir kénnen immer zp = 0 annehmen oder w = z — zg substituieren
und erhalten dann:

o o
Z ap = Z bkzlc
k=0 k=0

mit aj, = byz*




Konvergenzradius (fiir alle Reihen)

Der Index (k = ...) ist fiir den Konvergenzradius nicht relevant!
(Kann z.B. auch k = 2 sein.)

Quotientenkriterium:
li ntl
im =qeC
n—oo  ay,
o
> ankonvergiert absolut, falls |g| < 1
— {n=o
> apdivergiert, falls |g| > 1
n=0
Wurzelkriterium:

i Vet
9= i, Vlan|

und die Reihe konvergiert fiir ¢ < 1 und divergiert fiir ¢ > 1.

Potenzreihen
Form | f(z)= Zak(z—zg)k
k=0
Ableitung
FM @) =D k(k—1)--(k—n+1)-ap(z — 20)F ™
k=n

Konvergenzradius (Potenzreihen)

Potenzreihen konvergieren auf Kreisscheiben mit Konvergenzradius p:

Quotientenkriterium — Wurzelkriterium
o= lak| _ 1
k—oo |ajq1| limsup {/ax|
k—o0

Am Rand der Konvergenzkreisscheibe verhalten sich die Reihen un-
terschiedlich.

Taylorreihe

f(2) = Zf( )(ZD) —20)F | Vz€B(0.p)

Wichtige Potenzreihen

geometrische Reihe:

1 > d-k .
wzg(g)( <:>|E‘<1 mit p=1
c
5k Zl<a it p=
=30 =l mip=c

“(1*;)

Wichtige Umformung fiir geom. Reihe:
1 1

o
=3 (z—DFfir|z—1 <1
k=0

2-2 27z+171 lfzfl)

. >, 2k 22 28 24 .
e*cxp(z):g5:1+z+?+z+ﬂ mit p = oo
L (—1)F(z — z0)
Log(2) = Log(zo) — 3y T E2 200
k- 20
k=1
( 1)k 22k+1 B 23 25 27
sin(z) = kZD @kt 6 Ti20  Ba00
(-1 22 L4 L6
I T T
cos(z) = kzo (2k 2T 70"
- \3 N4
= exp(iz) = cos(z)+zsm(z) =1+iz+-—— (11) (i) | (=)
6 24
zt b
Umrechnung
1 1 1

z+aia+2017(7( T a+z20

oo
= Eak(z — zg)’C fiir [z — 20| < p
k=0
—1
S ak(z = 20)" fiir |2 — 20| > p
k=—o00
(Begriindung hinschreiben!)

Wenn f(z)

Dann f(z) = —

Laurentreihen

‘ Entwicklung méglich <= KEINE Singularitét auf Kreisring! ‘

> f(z) analytisch auf einem
— _ k
fl)= Z ax(z = 20) Kreisring a < |z — 20| < b
k=—o0
Hauptteil Nebenteil
—1 oo
ST oakz—z200% Y ar(z - 20)*
k=—o00 k=0
Koeffizienten (wobei gilt: 9B = 8B (20, 1)!)
o L)
k= omi (z — z)k+1

L eigentlich NIE so berechnen, ist nur niitzlich fiir Residuensatz und
um Integrale zu bestimmen!

isolierte Singularitét (zo)

Sei Q CC, 20 € Qund f: Q\{z0} — C analytisch.

Falls f in zp nicht definiert oder analytisch — zo ist Singularitt

zo ist isolierte Singularitt von f, falls 3¢ > 0, s.d. f keine weitere Sin-
gularitten in der Scheibe B(zo, €) hat.

Def. Der negative Teil der Laurent-Entwicklung ist ihr Hauptteil

Hebbare Singularitt

Die Koeffizienten ¢, der L-E um zp mit n < —1 sind Null, d.h. der
Hauptteil der L-E ist Null
f Isst sich analytisch in zo fortsetzten.

lim -, f(z) existiert in C (ist nicht co)

e f ist beschrnkt auf einer punktierten Kreisscheibe B(zo,p)\{z0},
p>0

Pole

Es gibt nur endlich viele ¢, der L-E um 2z mit n < —1, d.h. der
Hauptteil der L E hat die Form:

oy Com

=z Tt (= 20)'”

und zp ist ein Pol der Ordnung m

limaszg [£(2)] = o0
In > 1, s.d. limz 20 (2 — 20)" f(2) = A € C\{0}
Auf B(zo,r) gilt f(z) = WQ(Z)«, wobei g(z) # 0 holomorph

‘Wesentlich Singularitten
e Es gibt unendlich viele ¢, der L-E um zg mit n < —1
® lim. ., f(z) existiert nicht

e Auf jedem noch so kleinen B(zg,r) gilt, dass f(z) jeden Wert
w € C* unendlich oft annimmt.

Nullstellen einer Analytischen Funktion
n-Fache Nullstelle: f(z9) = f'(z0) =
F(z0) #0

Bei einer n-fachen Nullstelle in zg gilt:

. = f"(z0) = 0, aber

oo oo

F@) =" ar(z—20)" = (= 20)" D_ ak(z — 20)*"

k=n k=n

=(2—20)"g(2) mit g(20) =ar #0

Bem. Analytische Funktionen knnen nur isolierte Nullstellen besitzen
Sei f analytisch in z = 2, 2 = 2o eine n-fache Nullstelle und h ana-
lytisch mit h(zp) # 0. Dann gilt:
1 h(z)
f(2) f(z)

haben bei z = zg einen n-fachen Pol.

Bem. f ist analytisch bei co (oder hat Singularitt / Nullstelle), wenn
dies fr g(z) = f(1/z) im Ursprung gilt.

Bem. Eine analytische Funktion, deren Singularitten auf C nur Pole
sind, heisst meromorph




nicht isolierte Singularitéit

Hat keinen Typ. Bsp: zo = 0 bei ———
sin(3)

Residuensatz

> res(f]z) - n(r(0). )
2, €0
( n(y(t), z;) normalerweise = +1)

?g f(z)dz = 2mi
a9

Residuenberechnung

z2—2zg

1. | res(f|z0) = lim (z — 20)f(2) ‘

falls zg ein Pol erster Ordnung ist.

2. res(f‘zo) = zlgizlo ﬁ (%)7'“1 [(z - Zo)mf(z)]

falls zg Pol m-ter Ordnung

p(20) p(2)
' (20) a(z)
und ¢(z) in 2z eine einfache Nullstelle hat.
(p(z) und g(z) analytisch, aber nicht unbedingt Polynome!)

3. res

flz0) = falls f(z) =

4. res (f{zo) = Koeffizienten von z~! der innersten Laurentreihe um
den Punkt zg. (=a_1)

ut

. res(f|z0) = 2%” ?gf(z)dz mit B = 0B(zo,r)
B

o

. res(f{zo) =0
falls zp = 0 und f(z) gerade (Laurentreihe hat nur gerade Koeff.)

Integralabschitzungen

lim [ f(2)dz| ] < lim 7 R-max(|f(z)])
o\ |sp R—oco

wobei Sgp = Halbkreis, R — oo

lim
e—0

f(z)dz=m-i- res(f|zo)
|2—z0|=e,Im(2) >0
(Halbkreis um Singularitét)

1 1 “1 ol
1 / 7f(z+z ,z z )dz
i z 2 2i

\Z\—

/ F(cos(p), sin(¢))dy =

+2z7 z—271
=27 res(—f (Z ,%) 2;)
z,e&ZB(O,l) (z 2 2i
o 27i Z res(f|z;) + mi Z res(f]2:)
[ r@iz={ == ghe
—2mi Z res(f‘zl) — Z res(flzl)
- ZEH z;€R
falls f(z) = M und deg(p) < deg(q) — 2
a(z)
I 27 Z res(f(z)emz}zz) a=0
iax g _ z;€Ht
3 / f@)ede = —2mi Z res(f(z)emz‘zl) a<0
o Z€H~
falls f(z) = % und ¢(z) # 0 Vz € R und deg(p) < deg(q) — 2
o —27 - Im < Z res(f(z)emz{zi)>
4. / f(z) cos(az)dx = =EHT

27 - Im

Z res(f(2)e'*|z;)

z,€H-

v
I
N

— gleiche Bedingungen wie bei 3.

27r4Re< Z res(f(z)e"*?|z;) )
z,€HT
Z res(f(2)e"*? |z ))

2 €H—

az

5. / f(z)sin(az)dx =
< —27 - Re

— gleiche Bedingungen wie bei 3.

Dabei ist mit H+ die obere Halbebene, und mit H~ die untere
Halbebene gemeint. Also folgt:

z € H*: Singularitéten liegen auf der oberen Halbebene

z € H™: Singularitéten liegen auf der unteren Halbebene

z € R: Singularitéten liegen auf der reellen Achse

Fourierreihe
ft) = chﬁ T + Z aj, cos (k?t) + by sin (k?t>
k=—o0 k=1
mit ¢ € C und ak, b € R
Fourierkoeffizienten
To+T
2 2m
= — t k—t | dt
w=2 [ s (120)
To
Ty
27
by = = t)sin ( k—t ) dt
=2 [ rwsin(k350)
To
1 [TotT i
@y = 7/ f(t)e_kZT tdt
T Jz,
Sonderfille

e f gerade: f(t) = f(—t)

bzw. ¢, = c_ Vk

= %O/f(t)cos (kFt) dt

a >0 e f ungerade: f(t) = —f(—t)

bzw. ¢, = —c_y Yk

0 4 (% (2
und | by = ?/0 f(t)sin (k%t) dt

Legende
To: Beliebiger Startzeitpunkt, meistens = 0
0 T: Fundamentalperiode (kleinst mogliche Periode)

%]: arithmetisches Mittel von f(t)

ACHTUNG: ¢p und ap miissen einzeln berechnet werden fiir k£ = 0!

Koeffizientenumrechnung

1
5(a<,k)+ib(,k>) k<0 ap=2-co
1
Ck = §(ak—ibk) k>0 ak = ¢k + (k)
ag .
20 k=0 by = i(ck — ¢(—y))

2



Fundamentalintegrale

Rechenregeln

Wichtigste Identitéiten

Funktion Fourier-Transformierte  Erkldrung .
2 = -
Csin(kt) dt =0 fii ke f(zx) . fw) Transformation «q)(t) = L— 1 F(s)G(s
g sin(kt) dt ity € &)+ b g(@) 0 () 4 b 5(w) Linearitit (f*9)(®) gf( 7)g(7) (7; o—e (5)G(s)
2m —iwa f, i -
[ cos(kt) dt=0 fir k#OundkeZ flz—a) et (W) ;ﬁfﬁﬁ?ﬁi}?ﬁ“g im fat) o—e mF(Z)
0
27 1 . w . f(t)et o—e F(s—a)
etkt dt = ir ¢ unc f(az) —f(=) Streckung m ,
Jertar=0 i kAOwmdken ol a Zeitbercich 0 e SF(9) - £(0°)
J 2k dz=0 fir k#-lundk€Z e f(x) f(w —b) Verschiebung im T () o—e  $2F(s) —sf(0F) — f/(0T)
zl=r N Frequenzbereich F(t) o—e  $3F(s) —s2f(0F) —sf/(0F) — f(0%)
Satz von Parseval (di) f(z) (iw)™ f(w) Zeitliche  Ablei- f(fi’ ‘}L) o e F(s)
z
Ty L tumg (5) 10 e wFE -0 20 -
1 2 N L2 z" f(z) in (—) fw) Ableitung  im _sf(n=2)(0) — $(n=1)(q
£l = T / IO dt = k;x lex A dw Frequenzbereich t sf - ©
o (/% 9)() F) - g(w) Faltung im Zeit- / #(r) dr o Lpg
Skalarprodukt L ereic 2 s
. fz) - g(x) —(f *g)(w) Faltung im Fre- n .- oy (i)n .
(f.9) = 1 [ f(®)g(t) dt  falls f, g 2m-periodisch R m quenzbereich ) (OQ ) ds ()
2;: - f(z) 27 f(—w) Dualitéit f@® o—e [ F(u) du
(f.o)= J fgdr  sonst ¢ S
- Laplacetransformation fE+T)=f) o—e ppp— gf(t)e’” dt
Faltung 1
. = s (f ist T-period.) = Wﬁ{f(L)H(T —t)}(s)
(Fxg)t) = ZL / f(r)g(t —7) dr falls f, g 2m-periodisch F(s) = /f(t)ef‘”’dt mit f(t) = ZLz / F(s)e® ds
YL T
“r 0 oo

oo

(f*9)(1) = / F(@g(t =) dr sonst ‘Wobei s = 0 + iw und o so gewihlt werden muss, dass die Integrale
- konvergieren.
Fouriertransformation
Hier (KomA) wird bei der Laplacetrafo f(¢) immer = 0 gesetzt, wenn

t<0!

fw) = Fi@i@ = [ et ar | s T 170)]de <oo

Dies geschieht mit Hilfe der

Heavyside Sprungfunktion

H(T):{l t>0

Riicktransformation

0 t<0

falls [ |f(w)|dw < oo
oo

f(t)=.7:{f(w)}(ac)=% / Flw)etduw

Sonderfille DGI mit Laplace 16sen

f gerade: f(t) = f(—) = f(w) = f(-w) _

f ungerade: f(t) = —f(—t) = f(w) = —f(-w)

Beispiele

1@) = {é

e DGL Laplace transformieren (rechte und linke Seite) mit Hilfe der
Tabellen.

—a<z<a _ 2sin(wa)

<~ f(w) e Anfangswerte in transformierte DGL einsetzen.

sonst w

Fa) = R N Fw) = 157% e DGL nach Y (s) auflosen.
Va

e Ergebnis wieder mit Tabellen riicktransformieren (ev. mit Partial-
bruchzerlegung, ...).

fla) =

1 5 Tk
o) k>0<=>f(w)=%e el



Transformationstabelle

ft)

1 %, s>0
t" Sn"%, s>0
sin(at) ez, §>0
cos(at) iz §>0
et L. s>a
e sin(bt) m s>a
e cos(bt) TR S>a
et # s>a
af(t)+ bg(t) F(s) +bG(s)
tf(t) —F'(s)

" f(t)

f'(t)

(1 F(s)
SF() -~ J(0)

f(t)

*F(s) = sf(0) — f'(0)

e f(t)

F(s—a)

Trigonometrie

sin(x + y) = sinx cosy +siny cosx
cos(x +y) = cosxcosy Fsinxsiny
sin 2x = 2sinx cosx

cos2x = cos?(x) —sin?(x) =1 —

2 sin?(x) = 2cos?(x) — 1

sin3x = 3sinx — 4sin®x =

sinx (4 cos?x — 1)

cos3x = 4cos3x —3cosx

sin4x = 8sinx cos®x — 4 sinx cosx
cos4x =8cos*x —8cos?x+1
sinxsiny = %(cos(x —y) —cos(x +y))
cosxcosy = %(cos(x —y) + cos(x + y))
sinxcosy = %(sin(x —y) +sin(x + y))
sinx cosx = %sin (2x)

sin? x = ;(1 — cos(2x))

3x =%(3sinx—sin3x)

-sin
sin*x = é(cos(4x) — 4 cos(2x) +
-cos?x = %(1 + cos(2x))

-cos3x = %(3 cos x + cos(3x))

-cos*x = §(3 + 4 cos(2x) + cos(4x))

e* = cosh(x) + isinh(x)
1 = cosh?(x) — sinh?(x)
sin?(x) + cos?(x) =1
sinh(+ix) = +isin(x)
cosh(ix) = cos (x)

h = (k gerad L
coshx = Y% —( gerade) —Zm—o(zm),
ﬂn+1
sinhx =Y > o (k ung.) = Xn- 0(2m+1).
(i
cosx = Re(e"‘) =Re Yizo— =
lkx j2m,2m
Zk oRe Zk 0 Zm 0 my m)!
lods s — v (oym x2mH1
analog:sinx = %2_, @miD
ei.x_e—ix ©
tanx—m—zhom—x"'

1.3,2.5
I3 42y
3 +15 +

x2k+1

;arctanx = Yo (—1)*

x2k+1
arctanhx = Y32,

2k+1 2k+1

beachte: i* = 1 wenn k durch teilbar -
i*=-1 wenn%Rest 2 ergibt —

+i sonst

2= —1= (" = ()" = (D™
Wichtig: cosh(+ix) = cos (x);

sinh(tix) = tisin(x)

log(y +.y2+1)

y € R:arsinhy =

arcoshy =log(y +/y2 —1) «
y=1
_ sinhx _ e*—e™ _  2e7%
tanhx = coshx ~ eX+e=% 1 1+e~2%

lim,_,,tanhx =1
arctanhy = (log (1+y)) fir(-1<y<1)

Useful: arctan(co) = ;; arctan1 = Z

cos(z + h) = cosh(iz + ih) =

cosh(iz) cosh(ih) + sinh(iz) sinh(ih) =
cos(z) cos(h) + isin(z)isin(h) =
cos(z) cos(h) — sin(z) sin(h)




